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基于解析解的人字齿轮齿廓修形动态分析

郭家舜，王三民，王　颖
（西北工业大学 机电学院 西安７１００７２）

摘　　　要：根据人字齿轮传动的结构，考虑时变啮合刚度、齿侧间隙，并把齿廓修形作为一种时变齿侧间

隙计入，建立了单级人字齿轮传动的弯－扭－轴耦合动力学模型和相应的非线性动力学方程．对方程的数值解

进行分析，发现合理的修形使人字齿轮传动不发生齿面的完全分离．基于多尺度法对不发生齿面完全分离时

的人字齿轮传动系统进行了摄动分析，得到了系统在主共振频率附近幅频响应的近似解析解．相比数值方

法，解析法具有很高的求解效率．最后，根据近似解析解研究了修形参数对动载系数幅值的影响．研究发现：

螺旋角越大使动载系数最小所需的修形量越大，而所需的修形长度越小．另外，使动载系数最小的最优修形

参数解域呈新月形，其随着主动轮支承刚度的增大而先增大后减小；随着被动轮支承刚度的增大而持续减小．
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　　人字齿轮具有承载能力大、传动平稳、可以抵
消轴向载荷的突出优点，在航空工业领域中得到
了越来越多的应用，如英国罗·罗公司（Ｒｏｌｌｓ－
Ｒｏｙｃｅ）和美国普惠公司（Ｐｒａｔｔ　＆ Ｗｈｉｔｎｅｙ）正在
研制的齿轮驱动风扇（ＧＴＦ）发动机的风扇齿轮
驱动系统就采用了人字齿轮，因此对人字齿轮传
动的研究成为热点．众所周知，当激励频率接近某
一阶固有频率时，传动系统发生共振，齿轮和轴承
的动载荷幅值迅速增大，可以达到非共振状态时
的数倍甚至数十倍，有可能造成严重破坏，或者大
幅减低系统的寿命，所以必须减小共振频率附近
的振幅．目前齿廓修形是减小齿轮振动最为直接
有效的方法，选取合理的修形参数对于减小人字
齿轮振动至关重要．当前对于人字齿轮修形的研
究主要集中在齿轮接触分析（ＴＣＡ）［１－４］和动力学
分析［５－８］两个方面．其中ＴＣＡ分析是一种静态或
准动态的分析方法，对于高速传动系统来讲基于
动力学模型的动态分析方法能更准确地反映齿廓

修形对系统的振动幅值、振动加速度等动力学特
性的影响．Ｌｉｎ等人［７］建立了单对直齿轮传动的
纯扭转动力学模型，分别研究了直线齿廓修形和
抛物线齿廓修形对动载荷的影响．ＬＩＵ 和 Ｐａｒ－
ｋｅｒ［８］建立了考虑直线齿廓修形的两级直齿轮传
动的纯扭转动力学模型，基于近似解析解研究了
修形参数对系统动态传动误差的影响．
纯扭转模型对于直齿轮传动是适用的，但是

对于人字齿轮传动来说，由于横向和轴向的振动
是不可忽略的，需要建立更为精细的模型．本文建
立了单对人字齿轮传动的弯－扭－轴耦合动力学模
型，考虑时变啮合刚度、齿侧间隙和直线齿廓修
形，基于多尺度法推导了系统在主共振频率附近
幅频响应的近似解析解，研究了齿廓修形参数对
人字齿轮传动主共振时动载系数幅值的影响．

１　动力学模型

１．１　齿廓修形模型

本文只研究直线型齿顶修形对人字齿轮传动

动态特性的影响．其中，大齿轮和小齿轮具有相同

的齿顶修形．这里把齿顶修形作为一个沿啮合线
随时间变化的齿侧间隙．一般来讲，人字齿轮的重
合度都大于２，也就是说至少有两对轮齿同时参
与啮合．对于重合度在２到３之间的人字齿轮来
说，一个啮合周期可以分为双齿啮合区和三齿啮
合区，对应的在轮齿的法向齿廓上有一系列的参
考点，如图１所示．当处于三齿啮合状态的时候，
第１对轮齿正在退出啮合，其接触点从最高双齿
啮合点向齿顶移动，修形间隙呈线性增大；同时，
第２对轮齿的接触点位于最高双齿啮合点和最低
双齿啮合点之间，无修形间隙；第３对轮齿正在进
入啮合，其接触点从齿顶向最高双齿啮合点移动，
修形间隙呈线性减小．当处于双齿啮合状态的时
候，第１对和第２对轮齿的接触点都处于最高双
齿啮合点和最低双齿啮合点之间，无修形间隙．

图１　直线型齿顶修形的法向齿廓

Ｆｉｇ．１　Ｎｏｒｍａｌ　ｔｏｏｔｈ　ｐｒｏｆｉｌｅ　ｏｆ　ｌｉｎｅａｒ　ｔｉｐ　ｒｅｌｉｅｆ

根据以上分析，直线型齿顶修形方程的图形
如图２所示，其表达式可以写为

ｇｐ ＝

ρｍ
ｔｅ－ｔｓ

（ｔ－ｔｓ），　ｐ＝１

ρｍ
ｔｅ－ｔｓ

（ｔｓ－ｔ）＋ρｍ，　ｐ＝３

　ｔ∈ ［ｎＴｍ＋ｔｓ，　ｎＴｍ＋ｔｅ］

０，　ｐ＝２或ｔ ［ｎＴｍ＋ｔｓ，　ｎＴｍ＋ｔｅ］

　ｎ＝０，１，２，…，

烅

烄

烆 Ｎ
（１）

４１６
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式中ρｍ是修形量；ξｍ是修形长度，这里定义ξｍ＝
ｃ－２；ｃ是重合度．在一个啮合周期Ｔｍ内，从进入
啮合，即０时刻开始，到ｔｓ时刻为双齿啮合；ｔｓ时
刻到ｔｅ时刻为三齿啮合；ｔｅ到一个啮合周期结束
为双齿啮合．ｔｓ和ｔｅ的表达式如图２所示．

图２　直线型齿顶修形方程的曲线

Ｆｉｇ．２　Ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｌｉｎｅａｒ　ｔｉｐ　ｒｅｌｉｅｆ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

１．２　人字齿轮副动力学模型

一个人字齿轮可以看作是由２个旋向相反的
斜齿轮组合而成．在人字齿轮传动中，被动轮可以
沿轴向浮动．其动力学模型如图３所示．整个动力
学模型由４个质量节点组成，每个节点具有沿ｘ，

ｙ，ｚ轴移动以及绕ｚ轴的转动４个自由度．质点

ｍ１ 和ｍ３ 啮合，ｍ２ 和ｍ４ 啮合．由拉格朗日方程，
得动力学方程

图３　人字齿轮传动动力学模型

Ｆｉｇ．３　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅ

ｇｅａｒ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓ

ｍ１̈ｘ１＋ｋｂ１，２（ｘ１－ｘ２）＋ｋｘ１ｘ１ ＝Ｆｘ１，３
ｍ１̈ｙ１＋ｋｂ１，２（ｙ１－ｙ２）＋ｋｙ１ｙ１ ＝Ｆｙ１，３
ｍ１̈ｚ１＋ｋｚ１，２（ｚ１－ｚ２）＋ｋｚ１ｚ１ ＝Ｆｚ１，３
Ｉ１̈θ１＋ｋｔ１，２（θ１－θ２）＝－Ｆｍ１，３ｒ１ｃｏｓβ１，３＋Ｔｄ／２
ｍ２̈ｘ２＋ｋｂ１，２（ｘ２－ｘ１）＋ｋｘ２ｘ２ ＝Ｆｘ２，４
ｍ２̈ｙ２＋ｋｂ１，２（ｙ２－ｙ１）＋ｋｙ２ｙ２ ＝Ｆｙ２，４
ｍ２̈ｚ２＋ｋｚ１，２（ｚ２－ｚ１）＋ｋｚ２ｚ２ ＝Ｆｚ２，４
Ｉ２̈θ２＋ｋｔ１，２（θ２－θ１）＝－Ｆｍ２，４ｒ２ｃｏｓβ２，４＋Ｔｄ／２
ｍ３̈ｘ３＋ｋｂ３，４（ｘ３－ｘ４）＋ｋｘ３ｘ３ ＝－Ｆｘ１，３
ｍ３̈ｙ３＋ｋｂ３，４（ｙ３－ｙ４）＋ｋｙ３ｙ３ ＝－Ｆｙ１，３
ｍ３̈ｚ３＋ｋｚ３，４（ｚ３－ｚ４）＝－Ｆｚ１，３
Ｉ３̈θ３＋ｋｔ３，４（θ３－θ４）＝Ｆｍ１，３ｒ３ｃｏｓβ１，３－Ｔｌ／２
ｍ４̈ｘ４＋ｋｂ３，４（ｘ４－ｘ３）＋ｋｘ４ｘ４ ＝－Ｆｘ２，４
ｍ４̈ｙ４＋ｋｂ３，４（ｙ４－ｙ３）＋ｋｙ４ｙ４ ＝－Ｆｙ２，４
ｍ４̈ｚ４＋ｋｚ３，４（ｚ４－ｚ３）＝－Ｆｚ２，４
Ｉ４̈θ４＋ｋｔ３，４（θ４－θ３）＝Ｆｍ２，４ｒ４ｃｏｓβ２，４－Ｔｌ／

烅

烄

烆 ２
（２）

Ｆｘｊ，ｊ＋２ ＝－Ｆｍｊ，ｊ＋２ｓｉｎ（ψｓ＋α）ｃｏｓβｊ，ｊ＋２

Ｆｙｊ，ｊ＋２ ＝－Ｆｍｊ，ｊ＋２ｃｏｓ（ψｓ＋α）ｃｏｓβｊ，ｊ＋２

Ｆｚｊ，ｊ＋２ ＝Ｆｍｊ，ｊ＋２ｓｉｎβｊ，ｊ＋２

Ｆｍｊ，ｊ＋２ ＝∑
３

ｐ＝１
ｋｐｍ^ｎ（ｔ）δ^ｎ（λ^ｎ），

ｊ＝１，２；^ｎ＝１，２；

δ^ｎ（λ^ｎ）＝
λ^ｎ－（ｂｍ＋ｇｐ^ｎ），λ^ｎ ＞ （ｂｍ＋ｇｐ^ｎ）

０，　λ^ｎ ≤｜ｂｍ＋ｇｐ^ｎ｜
λ^ｎ＋（ｂｍ＋ｇｐ^ｎ），　λ^ｎ ＜－（ｂｍ＋ｇｐ^ｎ
烅
烄

烆 ）

λ^ｎ ＝ （ｘｊ－ｘｊ＋２）ｃｏｓψｓ＋α－
π（ ）［ ２ ＋（ｙｊ＋２－ｙｊ）·

　ｓｉｎψｓ＋α－
π（ ）２ ＋ｒｊθｊ－ｒｊ＋２θｊ＋ ］２ ｃｏｓβｊ，ｊ＋２－

　　　　　　ｚｐｓｉｎβｊ，ｊ＋２＋ｚｇｓｉｎβｊ，ｊ＋

烅

烄

烆 ２

（３）

式中ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，θｉ分别是沿ｘ，ｙ，ｚ轴的位移以及
绕ｚ轴的转动位移（ｉ＝１，２，３，４），ｍｉ 和Ｉｉ 分别
是质量和转动惯量，ｋｂ１，２为支撑刚度，ｋｚ１，２为轴向
拉压刚度，ｋｔ１，２为轴的扭转刚度，Ｔ 是外扭矩，β
是螺旋角，ψｓ是两齿轮连心线与ｘ轴的夹角，α是
压力角，ｒｉ是基圆半径，ｋ是沿各方向的刚度，如
图３所示．ｋｐｍ１ 是齿轮１与齿轮３之间第ｐ对轮
齿的啮合刚度，类似的ｋｐｍ２ 是齿轮２和齿轮４之
间第ｐ对轮齿的啮合刚度．δ^ｎ（λ^ｎ）是间隙函数，

其中λ^ｎ 是啮合轮齿间沿啮合线的相对位移，ｇｐ^ｎ
是第ｐ 对轮齿间的直线型齿顶修形函数，如式
（１）所示，^ｎ是齿轮对的编号．ｂｍ 是齿侧间隙．时

５１６



航　空　动　力　学　报 第２８卷

变啮合刚度可以写成傅里叶级数的形式

ｋｍ^ｎ ＝∑
３

ｐ＝１
ｋｐｍ^ｎ ＝

∑
３

ｐ＝１
ｋ^ｐｍ^ｎ＋ ∑

∞

ｓ＝１
ｋｐ，ｓｍ^ｎｅｉｓωｔ＋（ ）［ ］Ｃ （４）

式中ｋ^ｐｍ^ｎ 是单齿啮合刚度均值，ｋｐ，ｓｍ^ｎ 是第ｓ阶系
数，ω是啮合频率，Ｃ是相应的共轭项．ｋｍ^ｎ是综合
啮合刚度．动力学方程写成矩阵的形式为

ＭＸ̈＋ＣＸ
·

＋ＫｃｏｎＸ＋∑
３

ｐ＝１

［ｋｐｍ１Ｋ１＋ｋｐｍ２Ｋ２］Ｘ－

Ｅ（ωｔ，Ｘ）＝Ｆｔ （５）
式中Ｍ，Ｃ分别是质量矩阵和阻尼矩阵，由于阻尼
值很难获取，所以Ｃ根据给定的模态阻尼比ζ获
得［９－１２］．Ｋｃｏｎ 是常数刚度矩阵，其中包括轴承刚
度、扭转刚度和弯曲刚度；Ｋ１和Ｋ２分别是与啮合
关系有关的系数矩阵；Ｅ（ωｔ，Ｘ）是非线性激励矩
阵，包括时变啮合刚度、齿侧间隙和齿廓修形因
素；Ｆｔ是外激励力向量．

２　数值解分析

人字齿轮传动的基本参数如表１所列．采用
数值方法对消除刚体位移和无量纲化后的动力学

方程进行求解．
输入扭矩为１２７．３２Ｎ·ｍ，输出扭矩为３８１．９６

Ｎ·ｍ．在转速为４１００ｒ／ｍｉｎ时不同修形量（０，１５，

２５μｍ）下齿轮１与齿轮３之间的动载系数如图４
所示，由于结构完全对称，齿轮２与齿轮４之间的
动载系数曲线与之完全相同．其中动载系数定义
为动态啮合力与静态啮合力之比，即 Ｋｖ ＝
Ｆｍ／Ｆｓ．可以看出具有齿廓修形的齿轮动载系数
的幅值明显小于没有齿廓修形的齿轮．没有修形

表１　人字齿轮传动参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅ

ｇｅａｒ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ

参数 主动轮１，２ 被动轮３，４

ｒｉ／ｍ　 ０．０８７　５　 ０．２６２　５

ｍｉ／ｋｇ　 ２．４５５　 ７．３４６

Ｉｉ／（ｋｇ·ｍ２） ０．００２　４　 ０．０６３　４

βｉ／（°） １５　 １５

ψｓ／（°） ７０　 ７０

ｃ　 ２．８１　 ２．８１

ｂｍ／μｍ　 １０　 １０

ρｍ／μｍ　 ０，１５，２５　 ０，１５，２５

的人字齿轮动载系数出现０值和负值，说明出现
齿面完全分离和齿背冲击现象，这是典型的非线
性现象．而当修形量ρｍ＝１５μｍ时，齿面完全分离
次数明显减少，不出现齿背冲击现象；ρｍ＝２５μｍ
时，齿面完全分离现象和齿背冲击现象完全消失，
动载系数最大振幅从２．６减小到１．３．
具有不同修形量（０，１５，２５μｍ）的人字齿轮传

动在不同转速下的动载系数的最大值如图５所
示．可以看出：没有修形的人字齿轮在临界转速附
近发生共振，振幅迅速增大，并产生跳跃现象，这
也是非常典型的非线性现象［１３］；当修形量ρｍ＝１５

μｍ时，共振时的峰值大幅减小，如在４　１００ｒ／ｍｉｎ
处，从２．６降至１．４，只在２６００ｒ／ｍｉｎ和３７００ｒ／ｍｉｎ
等处出现轻微的跳跃现象；ρｍ＝２５μｍ时，各转速
下振幅进一步减小，不出现跳跃现象．

图４　齿轮１和齿轮３之间的动载系数

Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｆａｃｔｏｒ　ｏｆ　ｐｉｎｉｏｎ　ｇｅａｒ　１ａｎｄ　３
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图５　不同转速下齿轮１和齿轮３之间的动载系数

Ｆｉｇ．５　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｆａｃｔｏｒ　ｏｆ　ｐｉｎｉｏｎ　ｇｅａｒ　１ａｎｄ　３

ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｒｅｖｏｌｖｉｎｇ　ｓｐｅｅｄｓ

３　动力学方程的近似解析解

运用数值方法求解动力学方程可以获得较为

精确的解，但是数值方法的求解速度较慢，不适于
工程中针对不同参数取值的大量计算．然而直接
把计算参数代入动力学方程的近似解析解即可算

得结果，节省了大量的计算时间．如第２节所分
析，合理的齿廓修形可以有效地抑制甚至消除人
字齿轮传动非线性特性，即人字齿轮只在线性范
围运转而不发生齿面完全分离的现象．因此不考
虑齿面完全分离状态的动力学方程为

ＭＸ̈＋ＫｃｏｎＸ＋
［ｋｍ１Ｋ１＋ｋｍ２Ｋ２］Ｘ－Ｇ（ωｔ）＝Ｆｔ （６）

式中

Ｇ（ωｔ）＝∑
２

ｎ^＝１
∑
３

ｐ＝１
ｇｐ^ｎｋｐｍ^（ ）ｎ Ｌ^ｎ ＝∑

２

ｎ^＝１

珟ｇ^ｎＬ^ｎ

式中Ｌ^ｎ 是相应的系数向量，可由公式（３）推得．综
合啮合刚度ｋｍ^ｎ 和珟ｇ^ｎ 的傅里叶级数形式可以
写为［８，１４－１５］

ｋｍ^ｎ ＝ｋ^ｍ^ｎ＋ε∑
∞

ｓ＝１
κｓｍ^ｎｅｉｓωｔ　＋（ ）Ｃ ，

ｎ^＝１，２ （７）

珟ｇ^ｎ ＝珟ｇ
＾

ｎ^ ＋ε∑
∞

ｓ＝１
φ
ｓ^
ｎｅｉｓωｔ　＋（ ）Ｃ ，

ｎ^＝１，２ （８）

式中ｋ^ｍ^ｎ是平均综合刚度，珘ｇ
＾

ｎ^是珘ｇ^ｎ的平均值，κｓｍ^ｎ和

φ
ｓ^
ｎ 是各阶傅里叶级数的系数，ε＝ ［ｍａｘ（ｋｍ^ｎ）－
ｍｉｎ（ｋｍ^ｎ）］／^ｋｍ^ｎ 是啮合刚度的变化率［８，１５］．令式
（６）中的Ｇ（ωｔ）和Ｆｔ为０得自由振动方程，根据
自由振动方程得系统正则化模态矩阵珟Ｖ．将Ｘ＝
珟Ｖｑ代入式（６）把物理坐标下的广义位移转换到模
态坐标下有：

ｄ２ｑ^ｍ
ｄｔ２ ＋εμω^ｍ

ｄｑ^ｍ
ｄｔ ＋ω

２^
ｍｑ^ｍ ＋ε（珟ＶＴＫｔ珟Ｖｑ）^ｍ －

　ε（珟ＶＴＧｔ）^ｍ ＝ ［珟ＶＴ（Ｆｔ＋Ｇｃ）］^ｍ

Ｋｔ＝∑
２

ｎ^＝１
∑
∞

ｓ＝１
κｓｍ^ｎｅｉｓωｔ　＋（ ）Ｃ　Ｋ^ｎ

Ｇｔ＝∑
２

ｎ^＝１
∑
∞

ｓ＝１
φ
ｓ
ｎ^ｅ
ｉｓωｔ　＋（ ）Ｃ　Ｌ^ｎ

Ｇｃ ＝∑
２

ｎ^＝１

珟ｇ
＾

ｎ^Ｌ^

烅

烄

烆 ｎ

（９）
式中μ＝２ζ／ε，ω^ｍ 是系统的第 ｍ^ 阶固有频率，
（…）^ｍ 表示括号中矩阵的第ｍ^ 行．因为ε≤１，则
式（９）的近似解可以写为

ｑ^ｍ ＝ｕ^ｍ０（ｔ０，ｔ１，…）＋εｕ^ｍ１（ｔ０，ｔ１，…）＋Ｏ（ε２）
（１０）

　　由多尺度法可知ｑ^ｍ 的第１阶解ｕ^ｍ０的形式为

ｕ^ｍ０ ＝χ^ｍ ＋［Ａ^ｍ（ｔ１）ｅ
ｉω^ｍｔ０＋ｃ．ｃ．］

χ^ｍ ＝ ［珟Ｖ
Ｔ（Ｆｔ＋Ｇｃ）］^ｍ／ω２^烅

烄

烆 ｍ

（１１）

　　当啮合频率接近某一阶固有频率时，即ω＝
ω^ｍ ＋εσ，系统发生主共振，其中σ是去谐参数．令

Ａ^ｍ ＝ａ^ｍｅｉ［σｔ１－γ^ｍ（ｔ１）］，对于ω^ｍ＋^ｊ ≠２ω^ｍ（^ｊ＝１，２，
…，１６－ｍ^），由多尺度法可得动力学方程的解ｑ^ｍ
的第１阶幅值ａ^ｍ 在主共振频率附近的近似幅频
表达式为

ａ^ｍ ＝ ΞＩ１ｓｉｎγ^ｍ －ΞＲ１ｃｏｓγ^ｍ
ΞＲ２ｃｏｓ　２γ^ｍ －ΞＩ２ｓｉｎ　２γ^ｍ －２ω^ｍ（ω－ω^ｍ）／ε

γ^ｍ ＝ａｒｃｔａｎΞ
Ｉ
１ΞＲ２－ΞＲ１ΞＩ２－２ζω

２^
ｍΞＲ１／ε－２ω^ｍΞＩ１（ω－ω^ｍ）／ε

ΞＲ１ΞＲ２＋ΞＩ１ΞＩ２－２ζω
２^
ｍΞＩ１／ε＋２ω^ｍΞＲ１（ω－ω^ｍ）／ε

Ξ１ ＝ （珟ＶＴκ１珟Ｖχ）^ｍ －（珟ＶＴφ１）^ｍ，Ξ２ ＝ （珟ＶＴκ２珟Ｖ）^ｍ，^ｍ

κ１ ＝∑
２

ｎ^＝１
κ１ｍ^ｎＫ^ｎ，κ２ ＝∑

２

ｎ^＝１
κ２ｍ^ｎＫ^ｎ，φ１ ＝∑

２

ｎ^＝１
φ
１
ｍ^ｎＬ^

烅

烄

烆 ｎ

（１２）

式中

χ＝ ［χ１　χ２　…　χ１６］
Ｔ

　　通过Λ＝珟Ｖａ将模态坐标下的振动幅值ａ换
到物理坐标下得到人字齿轮传动系统动态响应幅
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值的近似值Λ，其中

ａ＝ ［ａ１　ａ２　…　ａ１６］Ｔ

Λ＝ ［Λ１　Λ２　…　Λ１６］Ｔ

４　修形参数对动载系数幅值的影响

输入扭矩为Ｔｄ＝１２７．３２Ｎ·ｍ，输出扭矩为

Ｔｄ＝３８１．９６Ｎ·ｍ；转速为４　１００ｒ／ｍｉｎ，即第３阶
固有频率对应的临界转速；其他参数如表１所列．
根据式（１２）求解不同参数下系统动态响应的幅
值，并计算动载系数幅值．动载系数幅值定义为

ΔＫｖ＝Δλ^ｎｋｍ^ｎ／Ｆｓ

Δλ^ｎ ＝ Λ^ｉ－Λ^ｉ＋（ ）８ ｃｏｓψｓ＋α－
π（ ）［ ２ ＋

　（Λ^ｉ＋９－Λ^ｉ＋１）ｓｉｎψｓ＋α－
π（ ）２ ＋

　
　
ｒ^ｎΛ^ｉ＋３－ｒ^ｎ＋２Λ^ｉ＋ ］１１ ｃｏｓβ^ｎ，^ｎ＋２＋

　（Λ^ｉ＋１０－Λ^ｉ＋２）ｓｉｎβ^ｎ，^ｎ＋２，

ｉ^＝１，

烅

烄

烆 ５

（１３）

　　图６给出了修形量ρｍ 和修形长度ξｍ 构成的
域内取不同螺旋角时动载系数幅值的等值线．由
图可以看出，在修形量和修形长度构成的域内，动
载系数的等值线呈开口向右的弧形．当螺旋角β＝
１５°时，在ρｍ＝２５μｍ，ξｍ＝０．８１处，动载系数的幅
值大约为０．４５，这与第３节中的数值计算结果较
为吻合；动载系数幅值的最小值区域位于两条幅
值为０．０８的等值线之间，该区域对应的ρｍ 和ξｍ
值为最优修形参数．当β＝２５°时，具有相同幅值的
等值线相对β＝１５°时向右移动，即在ξｍ 一定的情
况下，最优的ρｍ 值有所增大；而在ρｍ 一定的情况
下，最优的ξｍ 值有所减小．当β＝３５°时，具有相同
幅值的等值线相对β＝２５°时继续向右移动，即在

ξｍ 一定的情况下，最优的ρｍ 值相对于β＝２５°时继
续增大；而在ρｍ 一定的情况下，最优的ξｍ 值相对
于β＝２５°时继续减小．
图７给出了修形量ρｍ 和修形长度ξｍ 构成的

域内主动轮支承刚度取不同值时动载系数幅值的

等值线．如图７所示，最优修形参数取值区域仍然
位于两条幅值最小的弧形等值线之间．当主动轮
支承刚度为２×１０８　Ｎ／ｍ时，具有相同幅值的等
值线，如幅值为０．２的等值线，相对于１０８　Ｎ／ｍ
时向区域的四周扩大，即相同幅值的等值线所包
围的新月形区域面积增加，最优修形参数的可选
区域增大．当主动轮支承刚度为３×１０８　Ｎ／ｍ时，
具有相同幅值的等值线，反而相对于主动轮支承

刚度等于１０８　Ｎ／ｍ时向区域的中心收缩，即相同
幅值的等值线所包围的新月形区域面积减小，最
优修形参数的可选区域减小．

图６　不同螺旋角下动载系数幅值的等值线

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｐｌｏｔ　ｏｆ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｆａｃｔｏｒ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ

ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｈｅｌｉｃａｌ　ａｎｇｌｅｓ

图８给出了修形量ρｍ 和修形长度ξｍ 构成的
域内被动轮支承刚度取不同值时动载系数幅值的

等值线．如图８所示，最优修形参数取值区域同样
位于两条幅值最小的等值线之间．当被动轮支承
刚度为２×１０８　Ｎ／ｍ时，具有相同幅值的等值线，
如幅值为０．２的等值线，相对于１０８　Ｎ／ｍ时向区
域的中心收缩，即相同幅值的等值线所包围的新

图７　不同主动轮的支承刚度下动载系数幅值的等值线

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｐｌｏｔ　ｏｆ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｆａｃｔｏｒ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ

ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｒｉｖｉｎｇ　ｇｅａｒ
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月形区域面积减小．当主动轮支承刚度为３×１０８

Ｎ／ｍ时，具有相同幅值的等值线，相对于２×１０８

Ｎ／ｍ时向区域的中心进一步收缩，即相同幅值的
等值线所包围的新月形区域面积进一步减小，但
是变化的幅度相对减小．

图８　不同被动轮的支承刚度下动载系数幅值的等值线

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｐｌｏｔ　ｏｆ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｆａｃｔｏｒ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ

ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｒｉｖｅｎ　ｇｅａｒ

５　结　论

本文根据考虑齿廓修形的人字齿轮传动的解

析解，分析了主共振频率附近不同参数下修形长度
和修形量对动载系数幅值的影响，得出如下结论：

１）在修形量和修形长度构成的区域内，动响
应幅值的等值线为开口向右的弧形曲线，使动载
系数最小的修形参数取值域是两条动载系数幅值

最小的等值线包围的新月形区域．
２）螺旋角由１５°增加到２５°时，各等值线向右
移动；继续增加到３５°时，各等值线又相对２５°时
继续向右移动．螺旋角越大在一定修形长度下所
需的修形量越大，而在一定修形量下所需的修形
长度越小．３）主动轮支承刚度为２×１０８　Ｎ／ｍ时，
具有相同动载系数幅值的等值线相对刚度为１０８

Ｎ／ｍ时向四周扩大，最优修形参数取值区域增
大；刚度为３×１０８　Ｎ／ｍ时，具有相同幅值的等值
线相对刚度为１０８　Ｎ／ｍ时向区域中心收缩，最优
修形参数取值区域减小．
４）被动轮支承刚度为２×１０８　Ｎ／ｍ时，具有
相同幅值的等值线相对刚度为１０８　Ｎ／ｍ时向区
域中心收缩，最优修形参数取值区域减小；刚度为

３×１０８　Ｎ／ｍ时，具有相同幅值的等值线相对刚度
为２×１０８　Ｎ／ｍ时继续向区域中心收缩，最优修
形参数取值区域继续减小，但变化幅度相对减小．
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